BÀI TẬP ÔN THI CAO  HỌC - 2011
------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
*** PHẦN 1: LÝ THUYẾT TỔ HỢP ***
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
* Vấn đề 1: 
Công thức cộng/nhân
-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
1/ Công thức cộng

a) |X1
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X2|= |X1|+|X2| – |X1
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X2|

b) |X1
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X2
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X3| = |X1|+|X2|+|X3| – |X1
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X2|– |X1
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X3|– |X2
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X3| +|X1
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X2
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c) |X1
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X2 
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…Xm|= N1 – N2 +…+(-1)m-1Nm; với Nk là tổng các phần tử của các giao k tập lấy từ n tập
2/ Công thức nhân
a) |X1 x X2|=|X1| x |X2|

b) |X1 x X2 x ... x Xn|=|X1| x |X2|x ...x |Xn|

c) Xét bộ có thứ tự (x1,...,xn); nếu xi có ki khả năng thì số bộ khác nhau là k1.k2....kn 

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Có bao nhiêu biển số xe bắt đầu bằng 2 hoặc 3 chữ cái in hoa và kết thúc là 3 hoặc 4 chữ số, biết rằng có 26 chữ cái trong bảng chữ cái tiếng Anh?
HD: A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z = 26 Kí tự
A: tập các biển số có 2 chữ cái, 3 chữ số: C1 C2 N1 N2 N3; 
=>|A|=26x26x10x10x10=

B: tập các biển số có 2 chữ cái, 4 chữ số: C1 C2  N1 N2 N3 N4; 
=>|B|=26x26x10x10x10x10=

C: tập các biển số có 3 chữ cái, 3 chữ số: C1 C2 C3 N1 N2 N3;
=>|C|=26x26x26x10x10x10=

D: tập các biển số có 3 chữ cái, 4 chữ số: C1 C2 C3 N1 N2 N3 N4;=>|D|=26x26x26x10x10x10x10=

=> DS=|A|+|B|+|C|+|D|
Tương tự:

Giả sử tất cả các số điện thoại trên thế giới đều theo qui tắc sau: sđt bắt đầu bằng mã quốc gia dài từ 1 đến 3 chữ số, tức là có dạng X hoặc XX hoặc XXX; tiếp theo là 10 chữ số dạng NNX-NXX-XXXX, trong đó N có thể nhận các giá trị từ 5 đến 9, X biểu thị một chữ số từ 0 đến 9. Theo cách đánh số này sẽ có tối đa bao nhiêu số điện thoại có thể dùng?
X –      NNX-NXX-XXXX   ==10*6*6*10*6*10*10*10^4
XX-     NNX-NXX-XXXX  == 10^2*6^2*10*6*10^2*10^4
XXX-  NNX-NXX-XXXX  == 10^3*6^2*10*6*10^2*10^4
Tương tự:

Có bao nhiêu số nguyên trong phạm vi 1000 đến 5000 chia hết cho 6 hoặc 9?
HD: (Lấy các số từ 1-5000 trừ đi từ 1 tới 999)
A: tập các số nguyên trong phạm vi  1 đến 999 chia hết cho 6 hoặc 9

A1: tập các số nguyên trong phạm vi  1 đến 999 chia hết cho 6 

A2: tập các số nguyên trong phạm vi  1 đến 999 chia hết cho 9

=>|A|=|A1vA2|=|A1|+|A2|-|A1^A2|= 999/6 + 999/9 - 999/18=166+111-55=222 (18 là bội nhỏ nhất)
B: tập các số nguyên trong phạm vi  1 đến 5000 chia hết cho 6 hoặc 9

B1: tập các số nguyên trong phạm vi  1 đến 5000 chia hết cho 6 

B2: tập các số nguyên trong phạm vi  1 đến 5000 chia hết cho 9

=>|B|=|B1vB2|=|B1|+|B2|-|B1^B2|= 5000/6 + 5000/9 - 5000/18=833+555-277=1111

X: tập các số nguyên trong phạm vi 1000 đến 5000 chia hết cho 6 hoặc 9
=>|X|=|B|-|A|=1111-222=889
Tương tự

Có bao nhiêu số nguyên trong phạm vi 5000 đến 10000 chia hết cho 8 hoặc 12?

ĐS=835
Tương tự

Có bao nhiêu số  nguyên từ 1 đến 10000 không chia hết cho bất cứ số nào trong 3 số 3,4,7

ĐS=4286
Do 3,4,7 là số nguyên tố: 
	Chia het cho 3
	3333.333
	3333
	
	

	Chia het cho 4
	2500
	2500
	
	

	Chia het cho 7
	1428.571
	1428
	
	

	Chia het cho 12
	833.3333
	833
	
	

	Chia het cho 28
	357.1429
	357
	
	

	Chia het cho 84
	119.0476
	119
	
	

	Chia het cho 21
	476.1905
	476
	
	

	KQ chia het cho 3, 4, 7 là: 
	=3333+2500+1428+119-833-357-476=5714

	
	

	
	
	
	
	
	

	Gia tri ko chia het cho 3,4,7 la: 
	4286
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


Tương tự

Lớp học có 55 bạn nam và 35 bạn nữ. Hãy cho biết có bao nhiêu cách chọn đội văn nghệ của lớp sao cho số bạn nam bằng số bạn nữ, biết rằng đội văn nghệ cần ít nhất 6 thành viên và nhiều nhất 10 thành viên.

HD:
th1: 6 thành viên=3 nam, 3 nữ => số cách= C(55,3)xC(35,3) (1)
th2: 8 thành viên=4 nam, 4 nữ => số cách= C(55,4)xC(35,4) (2)

th3: 10 thành viên=5 nam, 5 nữ => số cách= C(55,5)xC(35,5) (3)

ĐS=(1)+(2)+(3)

Tương tự:

Lớp học có 60 bạn nam và 25 bạn nữ. Hãy cho biết có bao nhiêu cách chọn đội văn nghệ của lớp sao cho số bạn nam bằng hai lần số bạn nữ, biết rằng đội văn nghệ cần ít nhất 3 thành viên và nhiều nhất 9 thành viên.

Tương tự:

Có bao nhiêu số có 10 chữ số với các chữ số chỉ là 1,2,3 mà trong đó mỗi chữ số 1,2,3 có mặt ít nhất 1 lần?

HD:

A={các số không có chữ số 1}; B={các số không có chữ số 2}; C={các số không có chữ số 3};

N(A)=N(B)=N(C)=210; 

N(A
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B)=N(B
[image: image13.wmf]Ç

C)=N(C
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A)=1; 

N(A
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B
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C)=0


[image: image17.wmf]Þ

 N(A
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B
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C) = 3.210 – 3  (công thức cộng tổng quát)
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DS= 310 – (3.210 – 3)

Tương tự:

Có bao nhiêu xâu nhị phân độ dài 10 không bắt đầu bởi 3 số 1 và không kết thúc bởi 4 số 0.

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
* Vấn đề 2: 
Tổ hợp lặp, hoán vị lặp
a) Chỉnh hợp 

- số chỉnh hợp không lặp chặp k của n phần tử bằng A(n,k) =n!/(n-k)!

- số chỉnh hợp lặp chặp k của n phần tử bằng nk
b) Tổ hợp 

- Số tổ hợp không lặp chặp k của n phần tử bằng C(n,k)=n!/(k!(n-k)!) 

- Số tổ hợp lặp chặp k của n phần tử bằng C(k+n-1,k)=(k+n- 1)!/(k!(n-1)!)

c) Hoán vị 

- Số hoán vị không lặp của n phần tử bằng n!

- Số hoán vị lặp của  n phần tử, trong đó có n1 phần tử thuộc loại 1,...,nk phần tử thuộc loại k bằng
n!/(n1!.n2!....nk!)
d) Số nghiệm nguyên không âm của phương trình x1 +...+xn = k bằng C(k+n-1,k)

e) Số cách cất n vật khác nhau vào k hộp sao cho cất ni vật vào hộp thứ i (i=1,..,k) bằng n!/(n1!.n2!....nk!)

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
Bài 1:(tổ hợp lặp)
a) Một học sinh đến cửa hàng mua k cây viết trong n màu khác nhau, hỏi có bao nhiêu cách mua?

b) Tính số nghiệm nguyên không âm của pt sau: x1+...+xn = k.
HD:

a) Ví dụ mua 4 cây trong ba màu {x,đ,v} (n=4, k=3), xét một cách mua {x,x,đ,v}, ta thấy đây là một tổ hợp lặp chặp 4 của 3 phần tử. Vậy một cách mua k cây viết trong n màu khác nhau là môt tổ hợp lặp chặp k của n phần tử => số cách mua= C(k+n-1,k)

b) Ví dụ tìm nghiệm nguyên không âm của phương trình sau: x1+x2+x3 = 4, xét một nghiệm (x1,x2,x3)=(2,1,1)={1,1,2,3}, ta thấy đây là một tổ hợp lặp chặp 4 của 3 phần tử {1,2,3}. Vậy một nghiệm của pt x1+...+xn = k là môt tổ hợp lặp chặp k của n phần tử => số nghiệm= C(k+n-1,k)

Chứng minh cách khác:
mỗi nghiệm là một cách chọn trong n phần tử: chọn x1 phần tử loại 1,..., x1 phần tử loại n. Vậy một nghiệm của pt x1+...+xn = k là môt tổ hợp lặp chặp k của n phần tử => số nghiệm= C(k+n-1,k)

Tương tự:

Có 3 giỏ đựng các quả táo, cam, lê và mỗi giỏ chứa ít ra là 5 qủa.

a) Có bao nhiêu cách chọn 5 qủa?

b) Có bao nhiêu cách chọn 5 qủa mà trong đó có ít nhất một quả táo, một quả cam, một quả lê?

HD:
a) C(k+n-1,k)=C(5+3-1,5)
b) x1+x2+x3=5; xi>=1 (i=1,2,3)
Tương tự
Phương trình 
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 21
có bao nhiêu nghiệm nguyên không âm sao cho

a) x1 ( 1?




b) xi ( 2 với i = 1, 2, 3, 4, 5?

c) 0 ( x1 ( 10?



d) 0 ( x1 ( 3 và 1 ( x2 ( 4, và x3 (15 ?

HD:
a) x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 21; x1 ( 1 <=>x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 20; xi>=0
=> số nghiệm=C(k+n-1,k)=C(20+5-1,20)=C(24,20)=10626

b) x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 21; xi ( 2 <=>x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 11; xi>=0

=> số nghiệm=C(k+n-1,k)=C(11+5-1,11)=C(15,11)=1365
c) x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 21 (*); đk1:  x1 ( 10

A: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) thỏa đk1 =>|A|=?

 A (phần bù của A): tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) thỏa đk 2: X1>=11 

=> |A|=C(10+5-1,10)=C(14,10)=1001

X: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) =>|X|=C(21+5-1,21)=C(25,21)=12650
Ta có:

|A|=|X|-|A|=12650-1001=11649

d) x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 21;  x1 ( 3 và 1 ( x2 ( 4, và x3 (15 

<=>x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 5 (*); đk1: x1 ( 3 ; x2 ( 3
A: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) thỏa đk1 =>|A|=?

 A (phần bù của A): tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) thỏa đk2: x1>=4 hoặc  x2>=4
A1: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*); với x1>=4 =>|A1| = C(1+5-1,1)=C(5,1)=5

A2: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*); với x2>=4=>|A2| = C(1+5-1,1)=C(5,1)=5
|A| = |A1 v A2|=|A1|+|A2|-|A1 ^ A2|=5+5-0=10
X: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) =>|X|=C(5+5-1,5)=C(9,5)=126
Ta có:

|A|=|X|-|A|=126-10=116
Tương tự:
Phương trình 
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 21
có bao nhiêu nghiệm nguyên không âm sao cho

a) x1 ( 1, x3 ( 3


b) 5( x3 ( 10?




c) 0 ( x1 ( 3 và 1 ( x2 ( 4, và 2 ( x3 ( 6, và 0 ( x5 ( 9

Tương tự

Bất đẳng thức x1+x2+x3<=11 có bao nhiêu nghiệm nguyên không âm?
HD:

Đặt x4=11- (x1+x2+x3) => x1+x2+x3+x4=11 
số nghiệm=C(11+4-1,11)=C(14,11)=14!/(11!3!)=364
Tương tự
Có bao nhiêu số nguyên dương nhỏ hơn 1.000.000 có tổng các chữ số bằng 19
HD: số có dạng x1 x2 x3 x4 x5 x6     :  nhỏ hơn 1.000.000 thì số đó từ 0 tới 999.999
x1+ x2+ x3+ x4+ x5+ x6=19; 0<=xi <=9

A: tập các nghiệm thỏa xi <=9 =>|A|=?

A : tập các nghiệm thỏa x1>=10 v x2>=10 v...v x6>=10

Ai: tập  các nghiệm thỏa xi>=10 

|A|  = |A1 v...v A6|=|A1|+...|A6|(các Ai đôi một giao nhau bằng rỗng)

|Ai|=C(9+6-1,9)=C(14,9)=120
X: tập các nghiêm của pt =>|X|=C(19+6-1,19)=C(24,19)=42504

|A|=|X|-|A| = 42504-12012=30492
Tương tự


Có bao nhiêu số nguyên dương nhỏ hơn 1.000.000 có đúng 1 chữ số bằng 9 và có tổng các chữ số bằng 13?
HD: giả sử x1=9
x2+ x3+ x4+ x5+ x6=4; 0<=xi 
A1: tập các nghiệm thỏa pt trên=>|A1|=C(4+5-1,4)=C(8,4)=70

DS=70 x 6=420

Tương tự
Số điện thoại di động của một hãng viễn thông là một số có 10 chữ số dạng 09.M.N.XXX.XXX. Miền xác định của các chữ số M, N. X được xác định như sau:

M là số có giá trị từ 1 đến 7.

N là số có giá trị từ 2 đến 9.

X là số có giá trị từ 0 đến 9.

Hãy cho biết hãng viễn thông có thể phát hành được bao nhiêu số điện thoại thuộc mỗi loại a, b, c dưới đây?

a) Số các số di động có sáu số cuối cùng XXX.XXX tạo thành một số thuận nghịch sáu chữ số? Ví dụ số: 0913. 103301 có sáu số cuối cùng là 103301 là số thuận nghịch. (X1 khác X2 ,X3)
b) Số các số di động có sáu số cuối cùng XXX.XXX tạo thành một số thuận nghịch sáu chữ số và tất cả các chữ số này đều khác 0? Ví dụ số: 091.2.122221 có sáu số cuối cùng 122221 là một số thuận nghịch và không chứa số 0 nào.

c) Số các số di động có sáu số cuối cùng XXX.XXX là một số thuận nghịch có sáu chữ số và  tổng sáu chữ số cuối cùng là 20? Ví dụ số: 0913.505505.

HD:
số di động có dạng: 09MNX1X2X3X3X2X1; 

với M: 7 khả năng; N: 8 khả năng; X1:9 khả năng; X2, X3 :10 khả năng
a) số số di động = 7x8x9x10x10=50400

b số số di động = 7x8x9x9x9=40824

c) X1 + X2 +X3 =10 ; 1<=X1<=9; 0<=X2<=9; 0<=X3<=9
<=> X1 + X2 +X3 =9 (*) ; ĐK1: X1<=8; X2<=9; X3<=9
A: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) thỏa đk 1=>|A|=?
 A (phần bù của A): tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*) thỏa đk 2:X1>=9 hoặc X2=10 hoặc X3=10 
A1: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*); với X1>=9 
<=> X1 + X2 +X3 = 0 =>|A1| = C(0+3-1,0)=C(2,0)=1
A2: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*); với X2=10 =>|A2|=0

A3: tập các nghiệm nguyên không âm của pt (*); với X3=10 =>|A3|=0

|A|=|A1 U A2 U A3|=|A1|+|A2|+|A3|-|A1^A2|-|A1^A3|-|A2^A3|+|A1^A2^A3|=|A1|=1
X: tập các nghiệm nguyên không âm của pt: X1 + X2 +X3 =9=>|X|=C(k+n-1,k)=C(9+3-1,9)=C(11,9)=55
Ta có:
|A|=|X|-|A|=55-1=54 => DS=56x54=3024
Bài 2:(hoán vị lặp)
Có bao nhiêu xâu khác nhau bằng cách sắp xếp lại các chữ cái của từ SUCCESS

HD:

mỗi xâu là một hoán vị lặp của 7 ký tự, trong đó có 3 ký tự S, 1 ký tự U, 2 ký tự C, 1 ký tự E, vậy số xâu là

7!/(3!1!2!1!)=420

Tương tự
Có bao nhiêu xâu gồm 10 chữ số của hệ tam phân chứa đúng 2 chữ số 0, 3 chữ số 1, 5 chữ số 2.

HD: mỗi xâu là một hoán vị lặp của 10 chữ số, số xâu =10!/(2!3!5!)=2520
Tương tự

Có bao nhiêu xâu 20 chữ số chứa đúng 2 chữ số 0, 4 chữ số 1, 3 chữ số 2, 1 chữ số 3, 2 chữ số 4, 3 chữ số 5, 2 chữ số 7, 3 chữ số 9. 
HD: 20!/(2!4!3!1!2!3!2!3!)

Tương tự

Một gia đình có 14 đứa con, trong đó có 2 nhóm sinh ba, ba cặp sinh đôi, 2 trẻ sinh một. Những đứa trẻ cùng sinh đôi hoặc sinh ba giống nhau như đúc. Hỏi có bao nhiêu cách xếp bọn trẻ ngồi thành một dãy?

HD: 14!/(3!3!2!2!2!1!1!)

Tương tự

Có bao nhiêu xâu nhị phân khác nhau nếu chúng bắt đầu bằng bít 1 và chứa thêm ba bít 1 nữa, nó còn chứa tất cả 12 bít 0 và sau mỗi bít 1 có ít nhất 2 bít 0?
HD:

ví dụ: 1000100001001000=ABABBAAB; A=100;B=0; do luôn bắt đầu bằng A nên ta chỉ xét BABBAAB

tức là có 3 chữ A, 4 chữ B=>Ds= 7!/(3!4!)=35
Tương tự

Có bao nhiêu xâu khác nhau có thể lập được từ các chữ cái trong từ AABDBADC, yêu cầu phải dùng tất cả các chữ và 3 chữ A phải đứng liền nhau?
HD: đặt E=AAA, xâu có 1 E, 2 B, 2 D, 1 C=> số xâu=6!/(1!2!2!1!)

Tương tự

Có bao nhiêu xâu khác nhau có thể lập được từ các chữ cái trong từ ORONO, nếu dùng một vài hoặc tất cả các chữ ?

HD:
cd=1: số xâu =3 
cd=2: số xâu =7 (OO:1,OR:2,ON:2,RN:2) 
cd=3: số xâu =13 (OOO:1,OOR:3,OON:3,ORN:6)
cd=4: số xâu =20 (OOOR:4,OOON:4,OORN:12)

cd=5: số xâu =20 (OOORN)
ds=63

Tương tự

Có bao nhiêu xâu khác nhau có 7 hoặc nhiều hơn các ký tự, có thể lập được từ các ký tự trong từ EVERGREEN?

HD:
cd=7: 4515
4E,2R, vd: EEEE RR V; có 3 th =>số xâu=7!/(4!2!1!).3=105.3=315

4E,1R, vd: EEEE R V G ; có 3 th =>số xâu=7!/(4!1!1!1!).3=210.3=630

4E,0R, vd: EEEE V G N; có 1 th =>số xâu=7!/(4!1!1!1!)=210

3E,2R, vd: EEE RR V G; có 3 th =>số xâu=7!/(3!2!1!1!).3=420.3=1260

3E,1R, vd: EEE R V G N; có 1 th =>số xâu=7!/(3!1!1!1!1!)=840

2E,2R, vd: EE RR V G N; có 1 th =>số xâu=7!/(2!2!1!1!1!)=1260
cd=8:7560 

4E,2R, vd: EEEE RR V G; có 3 th =>số xâu=8!/(4!2!1!1!).3=840.3=2520

4E,1R, vd: EEEE R V G N ; có 1 th =>số xâu=8!/(4!1!1!1!1!)=1680

3E,2R, vd: EEE RR V G N; có 1 th =>số xâu=8!/(3!2!1!1!1!)=3360
cd=9: 
vd: EEEE RR V G N; có 1 th =>số xâu=9!/(4!2!1!1!1!)=7560
ds=19635
Bài 3:(cất vật vào hộp)
Có bao nhiêu cách chia cỗ bài 52 lá cho 4 người chơi, mỗi người 5 lá?

HD: 52 lá chia 4 người còn dư 32 lá trong phần dư vậy chia làm 5 phần, 
52 lá bài= 52 vật; 4 người=4 hộp; cái bàn=1 hộp 

cất 52 vật khác nhau vào 5 hộp, mỗi hộp 1, 2,3,4 có 5 vật, hộp thứ 5 có 32 vật, số cách=52!/(5!5!5!5!32!)

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

* Vấn đề 3: 
Nguyên lý Dirichlet

a) Xếp vật vào hộp, nếu số vật nhiều hơn số hộp thì sẽ có hộp chứa ít nhất 2 vật.

b) Xếp  n vật  vào k hộp thì sẽ có hộp chứa ít nhất  [n/k] vật. ([n] là số nguyên của n)

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bài 1: (Dirichlet)
Chứng tỏ rằng trong một lớp có 30 sinh viên thì ít nhất có 2 sinh viên có tên bắt đầu bằng cùng một chữ cái.

HD:

vật: sinh viên=>có 30 vật

hộp: chứa các sinh viên có tên bắt đầu bằng cùng một chữ cái => có 26 hộp
số vật > số hộp => có hộp chứa ít nhất 2 vật=> đpcm.

Tương tự

Cho d là số nguyên dương. Chứng tỏ rằng trong một nhóm tùy ý gồm d+1 số nguyên dương có ít nhất 2 số khi chia cho d có cùng số dư.
HD: 

vật: là số nguyên dương=>có d+1 vật
hộp: chứa các số nguyên dương có cùng số dư khi chia cho d => có d hộp

số vật > số hộp => có hộp chứa ít nhất 2 vật=> đpcm.

Tương tự

a) chứng tỏ trong 5 số chọn từ 8 số nguyên dương đầu tiên chắc chắn có một cặp có tổng bằng 9

b) câu a còn đúng không nếu chọn 4 số?

HD: (1,2,3,4 còn 1 số nữa là 5 hoặc 6,7,8) thì tổng luôn là 9, còn trường hợp 4 số thì chưa có 1 trường hợp 1,2,3,4 là sai
hộp: A: chứa số 1,8, B: chứa số 2,7,C: chứa số 3,6,, D: chứa số 4,5

vật là số chọn

Tương tự

Cần có ít nhất bao nhiêu bộ có thứ tự gồm 2 số nguyên (a,b) sao cho chắc chắn tìm được trong số đó hai bộ (c,d) và (e,f) sao cho c-e  và d-f là các số có chữ số tận cùng bằng 0?

HD:

Aij = {(a,b) | a tận cùng là i, b tận cùng là j }; (i,j =0,…,9)

hai bộ (c,d) và (e,f) thuộc Aij sẽ có c-e  và d-f là các số có chữ số tận cùng bằng 0.

Có 100 tập Aij nên cần ít nhất 101 bộ (a,b) để thoả yêu cầu của đề bài.

Tương tự

cần có bao nhiêu cặp số nguyên có thứ tự để chắc chắn có hai cặp (a1 ,b1)(a2 ,b2) sao cho a1 mod 5= a2 mod 5 và b1 mod 5= b2 mod 5 
HD: chia co 5 có 5 th: dư là 0,...,4

vật là cặp (a,b)

hộp Ai,j chứa các cặp (a ,b) sao cho a mod 5= i và b mod 5= j => số hộp=25

=> số cặp=26

Tương tự

Chứng minh rằng trong số 10 người bất kỳ bao giờ cũng tìm được hoặc là hai người có tổng số tuổi là chia hết cho 16, hoặc là hai người mà hiệu số tuổi chia hết cho 16.

HD:

A0 ={ các người có tuổi chia 16 dư 0}

A1 ={ các người có tuổi chia 16 dư 1 hoặc dư 15}

…

A7 ={ các người có tuổi chia 16 dư 7 hoặc dư 9}

A8 ={ các người có tuổi chia 16 dư 8}

2 người thuộc Ai sẽ có tổng số tuổi chia hết cho 16 hoặc hiệu số tuổi chia hết cho 16.

Hộp: A0,...,A8 => số hộp=9

Vật: ngưởi=>số vật=10

số vật>số hộp=> có hộp chứa ít nhất 2 vật =>đpcm

Tương tự

Cho 5 điểm khác nhau có tọa độ nguyên trên mặt phẳng xy. Chứng tỏ rằng có ít nhất 1 cạnh mà điểm giữa của cạnh này có tọa độ nguyên.
HD:

một điểm có tọa độ (a,b) sẽ có 4 th: (a chẵn, b chẵn) (a chẵn, b lẻ)(a lẻ, b chẵn)(a lẻ, b lẻ)

vật là điểm => có 5 vật

hộp chứa các điểm có cùng tính chất chẵn, lẻ=> có 4 hộp

số vật>số hộp => có hộp chứa ít nhất 2 vật => có ít nhất 2 điểm (a,b) (c,d) có cùng tính chất chẵn lẻ 
=> điểm giữa của 2 điểm này sẽ có tọa độ nguyên ((a+c)/2,(b+d)/2)
Tương tự

Cho 9 điểm khác nhau có tọa độ nguyên trên không gian xyz. Chứng tỏ rằng có ít nhất 1 cạnh mà điểm giữa của cạnh này có tọa độ nguyên.

HD:
một điểm có tọa độ (a,b,c) sẽ có 8 th: (a chẵn, b chẵn, b chẵn) ,..., (a lẻ, b lẻ, b lẻ)

điểm giữa của 2 điểm (a,b,c),(d,e,f) là ((a+d)/2,(b+e)/2,(c+f)/2)

Tương tự (2008)

Giả sử A là một tập con có 6 phần tử của tập {1,2,…,14}. Chứng minh rằng trong số các tập con khác rỗng và có tối đa 5 phần tử của tập A  sẽ có ít nhất hai tập con mà tổng của các phần tử là bằng nhau.

HD:

Gọi B là một tập con khác rỗng và có tối đa 5 phần tử của tập A, S là tổng các phần tử của B. 

=>  1  <=S<= 10+…+14 = 60











+ Vật  là các tập con khác rỗng và có tối đa 5 phần tử  của A => số vật = 26 -2 = 62 vật
+ Hộp chứa các tập con có cùng tổng => số hộp = 60 hộp


+ Số vật >số hộp => có ít nhất hai tập con mà tổng của các phần tử là bằng nhau.


Bài 2: (Dirichlet tổng quát)
Số mã vùng cần thiết nhỏ nhất phải là bao nhiêu để đảm bảo 25 triệu máy điện thoại  trong cả nước có số điện thoại khác nhau? Giả sử số điện thoại có dạng NXX-NXX-XXXX, trong đó ba chữ số đầu tiên là mã vùng, N nhận các giá trị từ 2 đến 9, X nhận bất kỳ chữ số nào.(N có 8 số)
HD:
Xét các số điện thoại có dạng chưa có mã vùng: NXX-XXXX=> số sđt chưa có mã vùng=8 triệu số. Theo nl dirichlet tổng quát, trong số 25 triệu máy sẽ có ít nhất [25/8]=4 máy cùng số => cần ít nhất 4 mã vùng

Tương tự:
Mỗi sinh viên đều có quê ở 1 trong 50 tỉnh/tp. Cần phải tuyển tối thiểu bao nhiêu sinh viên để đảm bảo có ít nhất 100 người cùng quê?

HD:

vật: sinh viên=> số sinh viên =n
hộp: chứa các sinh viên cùng quê=>số hộp=50=k

=> n tối thiểu là: [n/50]=100=>n=99.50+1

Tương tự
Trong kỳ thi tuyển sinh đại học khối A, các thí sinh thi trắc nghiệm môn Lý và Hóa, mỗi môn thi có 50 câu hỏi. Mỗi câu án trả lời và chỉ được chọn tối đa 1 phương án. Mỗi câu trả lời đúng được 0.2 điểm, câu trả lời sai hoặc không trả lời thì không được điểm.

a) Hãy cho biết một thí sinh có bao nhiêu cách điền phiếu trắc nghiệm môn Lý

b) Cần có ít nhất bao nhiêu thí sinh tham gia để có ít nhất 10 thí sinh có tổng điểm Lý và Hóa bằng nhau, biết rằng điểm thi không làm tròn.

HD: hỏi có 4 phương
a) số cách điền phiếu = 550.
b) tổng điểm (Lý+Hóa) có thể bằng: 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8; 1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8; ...; 19,19.2, ..., 19.8, 20

có 101 tổng điểm=> có 101 hộp, mỗi hộp chứa các thí sinh cùng tổng điểm. Gọi k là số hộp, N là số thí sinh , theo nguyên lý Dirichlet để có ít nhất 10 thí sinh có tổng điểm Lý và Hóa bằng nhau thì N ít nhất là  [N/k]=[N/101]=10 =>N=9 x 101 +1 ([n] là trần của n)
Tương tự

Một bài thi trắc nghiệm có 30 câu hỏi, mỗi câu hỏi có 5 phương án trả lời và chỉ có một phương án đúng. Mỗi câu trả lời đúng được 3 điểm, trả lời sai bị trừ 1 điểm, nếu không trả lời thì câu đó nhận 0 điểm. Biết rằng tổng điểm thấp nhất là 0. Hãy cho biết;
a) Có bao nhiêu cách điền phiếu trắc nghiệm (mỗi câu chỉ được chọn tối đa 1 phương án).

b) Cấn có ít nhất bao nhiêu thí sinh để đảm bảo có ít nhất 2 sinh viên có cùng kết quả thi.

Tương tự

17 nhà bác học đôi một viết thư trao đổi với nhau về 3 chủ đề, mỗi cặp chỉ trao đổi với nhau về một chủ đề. Chứng minh rằng luôn tìm được 3 nhà bác học đôi một viết thư trao đổi với nhau về cùng một chủ đề.

HD:

Xét nhà bác học a0 trao đổi với 16 người khác về 3 chủ đề 
[image: image21.wmf]Þ

 có 16 cuộc trao đổi về 3 chủ đề 


[image: image22.wmf]Þ

 có ít nhất [16/3]=6 cuộc trao đổi cùng 1 chủ đề, g/s chủ đề 1 và 6 cuộc trao đổi là a0a1,…,a0a6.

Nếu có một cuộc trao đổi aiaj về  chủ đề 1 
[image: image23.wmf]Þ

a0aiaj trao đổi với nhau về cùng một chủ đề
[image: image24.wmf]Þ

(đpcm)

Nếu aiaj 
[image: image25.wmf]¹

1 
[image: image26.wmf]Þ

 aiaj =2,3 (i,j=1,…,6) 
[image: image27.wmf]Þ

 6 nhà bác học  a1,…,a6 trao đổi 2 chủ đề 
[image: image28.wmf]Þ

có ít nhất 3 nhà bác học trao đổi cùng 1 chủ đề.

Tương tự

Giả sử một nhóm có 6 người, trong đó 2 người bất kỳ là quen hoặc không quen nhau. Chứng tỏ rằng trong nhóm sẽ có 3 người là quen nhau hoặc có 3 người không quen nhau.

HD:

Gọi A là một người nào đó, trong 5 người còn lại sẽ có ít nhất 3 người quen với A hoặc không quen với A. Xét trường hợp thứ nhất, gọi B, C, D là 3 người quen với A, nếu B,C,D có 2 người quen nhau vd B,C thì  A,B,C là 3 người quen nhau ngược lại B, C, D là 3 người không quen nhau. Trường hợp còn lại chứng minh tương tự.
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
* Vấn đề 4: 
Công thức truy hồi

Công thức truy hồi tuyến tính thuần nhất hệ số hằng bậc k : an = c1an-1 + c2an-2 + …+  ckan-k (n
[image: image29.wmf]³

k)  (1)

Với a0= C0, …, ak-1=Ck-1 (c1, c2, …, ck, C0,…, Ck-1 là các hằng số và ck 
[image: image30.wmf]¹

0)

Phương trình đặc trưng của (1) là: rk - c1rk-1- c2rk-2-…-  ck = 0 (2) 
Xét k=2: an = c1an-1 + c2an-2 (3), phương trình đặc trưng  của (3) là: r2 - c1r- c2 = 0 (4)
ĐL 1: Nếu (4) có hai nghiệm phân biệt r1, r2 thì cttt của (3) có dạng: an =  
[image: image31.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image32.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image34.wmf]2
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ĐL 2: Nếu (4) có nghiệm kép r0 thì cttt của (3) có dạng: an = 
[image: image35.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image36.wmf]0
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ĐL 3: Nếu (2) có k nghiệm phân biệt r1, r2 , ..., rk thì cttt của (1) có dạng: an =  
[image: image39.wmf]1
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n

r

 +…+
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---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Bài 1: (tìm công thức truy hồi)
a) Tìm công thức truy hồi để tính số xâu nhị phân độ dài n và không có hai số 0 liên tiếp. Có bao nhiêu xâu như thế với độ dài bằng 5?
b) Tìm công thức truy hồi để tính số xâu nhị phân độ dài n và có hai số 0 liên tiếp. Có bao nhiêu xâu như thế với độ dài bằng 5?

HD:

a) Gọi an là số xâu nhị phân độ dài n, không có 2 số 0 liên tiếp. Xâu nhị phân độ dài n, không có 2 số 0 liên tiếp có thể kết thúc là 1 hoặc là 0.
TH1:Xâu nhị phân độ dài n, không có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 chính là xâu nhị phân độ dài n-1, không có 2 số 0 liên tiếp và  thêm 1 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, không có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 bằng an-1
TH2: Xâu nhị phân độ dài n, không có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 0 thì bít kế cuối phải là 1 và chính là xâu nhị phân độ dài n-2, không có 2 số 0 liên tiếp, và thêm 10 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, không có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 0 bằng an-2.
=> an=an-1 + an-2 (n>=2); a0=1, a1=2 => a2=3, a3=5, a4=8, a5=13
b) Gọi an là số xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp. Xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp có thể kết thúc là 1 hoặc là 0.

TH1: Xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 chính là xâu nhị phân độ dài n-1, có 2 số 0 liên tiếp và  thêm 1 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 bằng an-1
TH2: Xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 0 sẽ có bít kế bít cuối là 0 hoặc 1. 
a/ Nếu bít kế bít cuối là 1 thì  chính là xâu nhị phân độ dài n-2,  có 2 số 0 liên tiếp và  thêm 10 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 10 bằng an-2

b/ Nếu bít kế bít cuối là 0 thì  chính là xâu nhị phân độ dài n-2,  và thêm 00 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 2 số 0 liên tiếp, kết thúc là 00 bằng 2n-2.
=> an=an-1 + an-2 + 2n-2 (n>=2); a0=0, a1=0 =>  a2=1, a3=3, a4=8, a5=19
Tương tự:

a) Tìm công thức truy hồi để tính số xâu nhị phân độ dài n và không có ba số 0 liên tiếp. Có bao nhiêu xâu như thế với độ dài bằng 5?

b) Tìm công thức truy hồi để tính số xâu nhị phân độ dài n và có ba số 0 liên tiếp. Có bao nhiêu xâu như thế với độ dài bằng 5?

HD:

a) Gọi an là số xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp. Xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp có thể kết thúc là 1 hoặc là 0.

TH1:Xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 chính là xâu nhị phân độ dài n-1, không có 3 số 0 liên tiếp và  thêm 1 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 bằng an-1

TH2: Xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 0 sẽ có bít kế cuối là 1 hoặc 0.

a/Nếu bít kế cuối là 1 thì chính là xâu nhị phân độ dài n-2, không có 3 số 0 liên tiếp, và thêm 10 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 10 bằng an-2.

b/Nếu bít kế cuối là 0 thì bít thứ 3 tính từ phải sang trái phải là 1 thì chính là xâu nhị phân độ dài n-3, không có 3 số 0 liên tiếp, và thêm 100 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, không có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 100 bằng an-3.

=> an=an-1 + an-2 + an-3 (n>=3); a0=1, a1=2, a2=4 => a3=7, a4=13, a5=24
b) Gọi an là số xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp. Xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp có thể kết thúc là 1 hoặc là 0.

TH1:Xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 chính là xâu nhị phân độ dài n-1, có 3 số 0 liên tiếp và  thêm 1 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 1 bằng an-1
TH2:Xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 0 sẽ có bít kế bít cuối là 0 hoặc 1. 

a/ Nếu bít kế bít cuối là 1 thì  chính là xâu nhị phân độ dài n-2,  có 3 số 0 liên tiếp và  thêm 10 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 10 bằng an-2

b/ Nếu bít kế bít cuối là 0 thì bít thứ 3 tính từ phải sang trái phải có thể là 1 hoặc 0, nếu bít thứ 3 là 1 thì chính là xâu nhị phân độ dài n-3,  và thêm 100 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 100 bằng an-3;  nếu bít thứ 3 là 0 thì chính là xâu nhị phân độ dài n-3,  và thêm 000 vào cuối => số xâu nhị phân độ dài n, có 3 số 0 liên tiếp, kết thúc là 000 bằng 2n-3.

=> an=an-1 + an-2 + an-3 + 2n-3 (n>=3); a0=0, a1=0, a2=0 =>  a3=1, a4=3, a5=4
Tương tự:

a) Tìm công thức truy hồi để tính số xâu tam phân độ dài n và không có hai số 0 liên tiếp. Có bao nhiêu xâu như thế với độ dài bằng 6?

b) Tìm công thức truy hồi để tính số xâu nhị phân độ dài n và có hai số 0 liên tiếp. Có bao nhiêu xâu như thế với độ dài bằng 5?

HD:

a)an=2an-1 + 2an-2 (n>=2); a0=1, a1=3 

b)an=2an-1 + 2an-2 +3n-2 (n>=2)

Tương tự:

Một xâu các chữ số hệ thập phân là một xâu hợp lệ nếu nó chứa một số chẵn chữ số 0. Tìm công thức truy hồi để tính số xâu hợp lệ độ dài n.
HD:
Gọi an là số xâu hợp lệ độ dài n. Xâu hợp lệ độ dài n có thể xây dựng từ xâu hợp lệ độ dài n-1 bằng cách thêm vào cuối xâu hợp lệ độ dài n-1 một chữ số khác 0=> có 9an-1 cách. Hoặc xâu hợp lệ độ dài n có thể xây dựng từ xâu không hợp lệ độ dài n-1 bằng cách thêm vào cuối xâu không hợp lệ độ dài n-1 một chữ số 0 => có 10n-1 - an-1 cách => an =9an-1 +10n - an-1 =8an-1 +10n-1 
Bài 2: (giải công thức truy hồi)

Giải hệ thức truy hồi sau:  an=an-1 + 2an-2; a0=2, a1=7 

HD: 2 nghiệm phân biệt r1=2,r2 =-1=> an=3.2n - (-1)n

Tương tự:

Giải hệ thức truy hồi sau:  an=6an-1- 9an-2; a0=1, a1=6 

HD: nghiệm kép r0= 3=>an=3n + n3n.
Tương tự:

Giải hệ thức truy hồi sau:  an = 6 an-1 – 11 an-2 + 6 an-3 với a0=2, a1=5, a2=15 

HD: 3 nghiệm phân biệt 1,2,3=>an=1 - 2n + 2.3n.
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